QERTZ. o

; »
Heinrich-Hertz-Gymnasium Nfﬂ'i\@
LK 12 Theoretische Informatik ;-: E
% S

R. Dorn D S

Informations- und Codierungstheorie

Erblasser 1000001 => Was steht hier?
Signal: Anderung physikalischer Gréken
Nachricht: Daten (maschinell verarbeitbare Zeichen)

Information: eine mit Bedeutung belegte Nachricht.

Definition 1: Kodierung

Seien ¥ und II zwei endliche Mengen von Symbolen. Eine Codierung c ist eine injektive
Abbildung
eo o = 1T,
3 nennt man das Quellenalphabet und II das Codealphabet.
¥t ={o1,...,0nn > 1,0, € X}
It ={m,...,mpn > 1,m € II}

Beispiel: Ist IT = {0,1}, so ist ¢ eine bindre Codierung. So wird z.B. bei der 8-Bit ASCII-
Codierung einem Zeichen aus ¥ in ein Byte II® = {0,...,255} zugeordnet.

¢ muss injektiv sein: c(u1) = c(ug) — up = ug

Da c injektiv ist, nennt man ¢ auch verlustfrei. Durch die Injektivitét lésst sich die Original-
nachricht aus der codierten Sequenz eindeutig rekonstruieren. Das ist nicht immer so (verlust-

behaftete Codierung, Beispiel?)

Ziel von Codierungen: Ubertragung von Nachrichten in Form von Daten, Codierungen kénnen
auch zum Zwecke der Komprimierung und Verschliisselung dienen, meist werden beide Ziele

verkniipft.

Beispiel: Lauflingencodierung (RLE)
Sei ¥ ={A,...,Z} und 1 ={0,1} und w= KAFFEE c¢: KAFFEE — 1K1A2F2F

Viele Codierungen sind so beschaffen, dass jedem Element aus 3 eine genau definierte Sequenz
von Zeichen aus II zugeordnet wird. Die Codierungen erfolgen dann zeichenweise. Daher defi-

nieren wir:
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Definition 2: Code

Sei ¢ eine Codierung. Der von c erzeugte Code C' ist die Menge

C:c(X):={c(o)lo € L}

Die Zeichenkette c¢(o) ist das Codewort des Zeichens o.

D.h. Sei u = wouy...u,—1 ein Wort mit v € XT. Dann ist c(u) = c(uouy...un_1) =

c(ug)c(uy) ... c(up—1) eine zeichenweise Codierung.

Codierung

langenvariabel Blockcodes
(z. B. Huffmann-Codierung) (z.B. ASCII-Codierung)

Fehlererkennende und -korrigierende Codes

Paritétscode: Gegeben ist ein Codewort w, z. B.
100010101 = Erkennung von Einzelfehlern

besser: 11 01 00 00 11 00 11 00

noch besser: 111 000 000 000 111 000 111 000.
4

010 = Korrektur von Einzelfehlern
Problem: Ziffernvertauschungen werden nicht erkannt.
Der Hamming-Code

Idee: Priifbits an bestimmter Stelle einfiigen und zwar so, dass eine Verianderung eines Bits kein

neues Codewort ergibt. = fehlerkorrigierender Blockcode

Hamming-Gewicht: Anzahl der von 0 verschiedenen Stellen (£ Anzahl len)
Hamming-Abstand (Hamming-Distanz) ist ein Maf fiir die Unterschiedlichkeit von Codewdr-

tern = ist die Anzahl der sich unterscheidenden Stellen zweier Codeworter.
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Definition 3: Hamming-Abstand

Sei ¥ ein endliches Alphabet sowie x = (21,...,z,) und y = (y1,...,Yyn) zwei n-lange

Worter aus X" Dann gilt:
Az,y) == {j €{L,...,n}lz; # x5}

Beispiel: 00110 und 10110 — 1 oder Hand und Hall — 2

Der Hamming-Abstand eines Codes ist das Minimum aller Absténde zwischen verschiedenen

Wortern innerhalb eines Codes.

Beispiel: z = 00110 5 Hamming-Abstand des
y=00101 __ 1 Codes — 1

>
z = 01110

Aufbau des Hamming-Codes

Idee: 001
010 Hamming-Abstand = 2
100 nicht korrigierbar, z.B. 011

111 aber erkennbar

besser: 01011
01100 Hamming-Abstand = 3
10010 korrierbar, z.B. 01111
10101

Ratespiel: = Tafel
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[7,4]-Hamming-Code Aufbau: Priifbits an allen Stellen 2¢,7 € IN*
7 Bits = 4 Informationsbits
Cl1 | C2 | €3 | C4 | C5 | C6 | CT
Der [7,4]-Hamming-Code p1|p2 | di | p3|da|ds|dy
20 |28 | 22|23 | 20 | 25 | 2O
0000 0000000
0001 1101001 Fiir die Paritétsbits p1, po, p3 gilt:
0010 0101010 pr=c3Pcs®er
0011 1000011
2 =c3DcgDc
0100 1001100 b 3 6 7
0101 0100101 p3=¢5 D6 Der
0110 1100110
0111 0001111
1000 1110000
1001 0011001
1010 1011010
1011 0110011
1100 0111100
1101 1010101 Darstellung der Priifbits und der zugehérigen Datenbits
1110 0010110

1111 1111111
Schrittfolge zum Korrigieren von 1-Bit Fehler fiir den (7,4)-Hamming-Code:
1. Berechnung der Paritétsbits p), p), ps des iibertragenen Codewortes w’

2. Verkniipfung der Werte p4 & ps, ph @ p2, p}| @ p1 und Notierung der Bits (niederwertigstes Bit
rechts)

3. Der erhaltenen Bindrcode ergibt die Stelle des falschen Bits im Codewort w’

Beispiel: Das Wort w = 1011010 wird als w’ = 1011110 iibermittelt.
Pi=c3Pes®er=10100=0

Ph=c3Dcg®er=10100=0

Ps=cPDes®er=10100=0

Berechnung der Fehlerstelle: ps@ps, ph®pa, pi®p1 = 160,060, 160 = 101 = Fehler an 5. Stelle

Schrittfolge zur Konstruktion von Hamming-Codes mit beliebiger Anzahl von Datenbits?

1. Notiere die Zahlen von 1...n in Binédrschreibweise so in eine Tabelle, dass der i—te Binércode
in der i—ten-Spalte steht.

2. Jeder Spalte mit genau einer 1 ist ein Paritdtsbit p;. Die p; entsprechen also genau den
Zweierpotenz 2

3. Die Berechnung des Wertes von p; ist die XOR-Verkniipfung der 1 der i—ten Zeile eines p;.
Das Paritétsbit p; wird also iiber alle Stellen ¢; des Codeworts berechnet, in denen an der i—ten

Stelle der Bindrkodierung des Index j eine logische Eins steht.

Aufgabe: Konstruiere den Hammingcode fiir 11 Datenbits.
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